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Fonctions continues Continuité

Continuité et Convexité

Définition 1 : (continuité)

Soit f une fonction définie sur I et a un réel de I

f est continue en a ⇐⇒ lim
x→a

f (x) = f (a)

f est continue sur I ⇐⇒
pour tout réel a ∈ I ,
f continue en a
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Fonctions continues Continuité

Continuité et Convexité

Exemple : Étudier la continuité de :

a. f (x) =
1
x

en 0

f n’est pas définie en 0 donc non continue 0

b. f (x) =
{
−1 si x < 0
1 si x ≥ 0 sur R

lim
x→0
x<0

f (x) = −1 , f (0) = 1 =⇒ f n’est pas continue en 0
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Fonctions continues Opérations sur fonctions continues

Continuité et Convexité

Propriété 1 : (opérations sur fonctions continues)

f et g continues sur I =⇒ f + g continue sur I

f et g continues sur I =⇒ f × g continue sur I

f continue sur I et et λ un réel =⇒ λ f continue sur I

g continue sur I et g ne
s’annule pas sur I =⇒

1
g
continue sur I

f et g continues sur I et g ne
s’annule pas sur I =⇒

f
g
continue sur I

g continue sur I et f continue
sur l’image de I par g =⇒ f ◦ g continue sur I
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Fonctions continues Dérivabilité et continuité

Continuité et Convexité

Propriété 2 : (dérivabilité et continuité)

f dérivable sur I =⇒ f continue sur I
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Fonctions continues Limite d’une suite récurrente

Continuité et Convexité

Propriété 3 : (limite de l’image d’une suite)

Soit f une fonction continue sur I.
Soit (un) une suite qui prend ses valeurs sur I.
Soit (vn) la suite définie pour tout n par vn = f (un)

lim
n→+∞

un = `

f continue sur I

}
=⇒ lim

n→+∞
vn = f (`)
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Fonctions continues Limite d’une suite récurrente

Continuité et Convexité

Théorème 1 : (théorème du point fixe)

Soit f une fonction continue sur I et dont les images sont dans I.
Soit (un) la suite définie par u0 ∈ I et pour tout n ∈ N par un+1 = f (un)

un convergente vers `

f continue sur I

 =⇒ ` = f (`)
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Résolution d’équations Théorème des valeurs intermédiaires

Continuité et Convexité

Théorème 2 : (théorème des valeurs intermédiaires)

f continue sur [a; b] =⇒
pour tout réel k ∈ [f (a); f (b)],
f (x) = k a au moins une solution
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Résolution d’équations Cas d’une fonction strictement monotone

Continuité et Convexité

Corollaire 1 : (théorème des valeurs intermédiaires)

f continue sur [a; b]

f strictement monotone
sur [a; b]

 =⇒

pour tout réel k ∈ [f (a); f (b)],

f (x) = k a une unique solution
sur [a; b]

x

f

a c b

f (a)f (a)

f (b)f (b)

k

x

f

a c b

f (a)f (a)

f (b)f (b)

k

NB : Si en plus 0 ∈ [f (a); f (b)] alors f a une unique racine sur [a; b]
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Convexité Fonctions convexes et concaves

Continuité et Convexité

Définition 2 : (fonctions convexes et concaves)

Soit f une fonction définie sur I et Cf sa courbe représentative.

f convexe sur I ⇐⇒
pour tous points distincts A et B de Cf ,
Cf est en dessous de [AB]

f concave sur I ⇐⇒
pour tous points distincts A et B de Cf ,
Cf est au-dessus de [AB]
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Convexité Point d’inflexion

Continuité et Convexité

Définition 3 : (point d’inflexion)

Soit f une fonction définie et dérivable sur I, Cf sa courbe représentative et
A un point de Cf

A est un point d’inflexion de Cf ⇐⇒ Cf traverse sa tangente en A
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Convexité Convexité et dérivées

Continuité et Convexité

Propriété 4 : (convexité et dérivées)

Soit f une fonction définie et deux fois dérivables sur I.
Soit Cf sa courbe représentative.

f convexe sur I ⇐⇒ f ′ croissante sur I
⇐⇒ f ′′ positive sur I
⇐⇒ Cf au-dessus de ses tangentes

f concave sur I ⇐⇒ f ′ décroissante sur I
⇐⇒ f ′′ négative sur I
⇐⇒ Cf en dessous de ses tangentes
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Convexité Convexité et dérivées

Continuité et Convexité

Démonstration : f ′′ positive =⇒ Cf au-dessus de ses tangentes

On suppose que f ′′ ≥ 0 et on étudie la position relative entre Cf et ses tangentes.

L’équation d’une tangente en A (a; f (a)) est : TA : y = f ′(a)(x − a) + f (a)

On va donc étudier le signe de : ϕ(x) = f (x) −
(
f ′(a)(x − a) + f (a)

)
ϕ′(x) = f ′(x) − f ′(a) ⇒ ϕ′′(x) = f ′′(x) ≥ 0 ⇒ ϕ′ est croissante

cas x ≥ a :
x ≥ a et ϕ′ croissante ⇒ ϕ′(x) ≥ ϕ′(a) = 0 ⇒ ϕ croissante
x ≥ a et ϕ croissante ⇒ ϕ(x) ≥ ϕ(a) = 0 ⇒ Cf au-dessus de ses tangentes

cas x ≤ a :
x ≤ a et ϕ′ croissante ⇒ ϕ′(x) ≤ ϕ′(a) = 0 ⇒ ϕ décroissante
x ≤ a et ϕ décroissante ⇒ ϕ(x) ≥ ϕ(a) = 0 ⇒ Cf au-dessus de ses tangentes
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Convexité Point d’inflexion et dérivée

Continuité et Convexité

Propriété 5 : (Point d’inflexion et dérivée)

Soit f une fonction définie et deux fois dérivables sur I.
Soit Cf sa courbe représentative et A un point de Cf d’abscisse a

A point d’inflexion de Cf ⇐⇒ f ′′ s’annule et change de signe en a
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