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Définition Fonction égale à sa dérivée

Exponentielle

Théorème 1 : (fonction égale à sa dérivée)

Il existe une unique fonction dérivable sur R tel que :

◦ f ′(x) = f (x)

et

◦ f (0) = 1
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Définition Fonction égale à sa dérivée

Exponentielle

Démonstration :

◦ Existence : Admise

◦ Racine :
Soit f une fonction dérivable sur R telle que f ′ = f et f (0) = 1
Soit ϕ(x) = f (x) f (−x)

f dérivable sur R donc ϕ dérivable sur R :
ϕ′(x) = f ′(x) f (−x) + f (x) × (−1) × f ′(−x)

= f (x) f (−x) − f (x) f (−x)
= 0 (1)

(1) ⇒ ϕ(x) = k ∀x ∈ R (2)

f (0) = 1 par définition de f (3)

(2) et (3) ⇒ ϕ(x) = 1 ∀x ∈ R ⇒ f (x) , 0 ∀x ∈ R
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Définition Fonction égale à sa dérivée

Exponentielle

Démonstration :

◦ Unicité :
Soit f et g deux fonctions qui vérifient le théorème.

On étudie la fonction h(x) =
f (x)
g(x)

f et g dérivables sur R et g n’a pas de racine donc h dérivable sur R :

h′ =
f ′ g − f g′

g2
=

f g − f g
g2

= 0 (1)

(1) ⇒ h(x) = k ∀x ∈ R (2)

h(0) = 1 par définition de f et g (3)

(2) et (3) ⇒ h(x) = 1 ∀x ∈ R ⇒ f (x) = g(x) ∀x ∈ R �
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Définition Fonction exponentielle

Exponentielle

Définition 1 : (fonction exponentielle)

La fonction définie précédemment est appelée fonction
exponentielle , notée exp(x)
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Propriétés de la fonction exponentielle Racine - Image de l’opposé

Exponentielle

Propriété 1 : (racine, image de l’opposé)

∀x ∈ R

exp(x) , 0

exp(−x) =
1

exp(x)

Démonstration :

Voir démonstration du Théorème 1 (Racine)
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Propriétés de la fonction exponentielle Relation fonctionnelle

Exponentielle

Propriété 2 : (relation fonctionnelle)

∀ x et y ∈ R :

exp(x + y) = exp(x) · exp(y)
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Propriétés de la fonction exponentielle Relation fonctionnelle

Exponentielle

Exemple : Calculez en fonction de exp(1) :

a. exp(2)

exp(2) = exp(1 + 1) = exp(1) · exp(1) =
(
exp(1)

)2

b. exp(n) avec n ∈ N

exp(n) = exp(1 + 1 + · · · + 1︸            ︷︷            ︸
n fois

)

= exp(1) · exp(1) · · · · · exp(1)︸                               ︷︷                               ︸
n fois

=
(
exp(1)

)n
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Propriétés de la fonction exponentielle Relation fonctionnelle

Exponentielle

Démonstration :

On étudie la fonction ha(x) =
exp(x + a)
exp(a)

exp dérivable sur R et exp n’a pas de racine donc ha dérivable sur R :

h′a(x) =
1

exp(a)
·

(
exp(x + a)

) ′
=

1
exp(a)

· exp(x + a) = ha(x) (1)

ha(0) =
exp(0 + a)
exp(a)

= 1 (2)

(1) et (2) ⇒ ha(x) = exp(x) ∀x ∈ R et ∀a ∈ R
⇒ exp(x + a) = exp(x) · exp(a) ∀x ∈ R et ∀a ∈ R
⇒ exp(x + y) = exp(x) · exp(y) ∀x ∈ R et ∀y ∈ R �
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Propriétés de la fonction exponentielle Conséquences de la relation fonctionnelle

Exponentielle

Propriété 3 : (conséquences de la relation fonctionnelle)

∀x ∈ R , ∀y ∈ R et ∀n ∈ N :

exp(nx) =
(
exp(x)

)n
(1)

exp(x − y) =
exp(x)
exp(y)

(2)

exp(x) > 0 (3)
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Propriétés de la fonction exponentielle Conséquences de la relation fonctionnelle

Exponentielle

Exemple : Simplifiez les expressions algébriques :

a. exp(x + 1) · exp(1 − x)

= exp(x + 1 + 1 − x) = exp(2) =
(
exp(1)

)2

b.
(
exp(−x + 1)

)3(
exp(−2x − 1)

)2

=
exp

(
3 (−x + 1)

)
exp

(
2 (−2x − 1)

)
= exp

(
3 (−x + 1) − 2 (−2x − 1)

)
= exp(−3x + 3 + 4x + 2)

= exp(x + 5)

= exp(5) exp(x)
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Exponentielle
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Propriétés de la fonction exponentielle Conséquences de la relation fonctionnelle

Exponentielle

Démonstration :
(1) : on applique la relation fonctionnelle n − 1 fois
exp(nx) = exp(x + (n − 1) x)

= exp(x) exp((n − 1) x)
= exp(x) exp(x + (n − 2) x)
= exp(x) exp(x) exp((n − 2)x)
= · · ·

=
(
exp(x)

)n
(2) : on applique la relation fonctionnelle et la Propriété 1-Image de l’inverse

exp(x − y) = exp(x + (−y)) = exp(x) · exp(−y) =
exp(x)
exp(y)

�

(3) : on applique la relation fonctionnelle avec
x
2

exp(x) = exp
( x
2
+

x
2

)
=

(
exp

( x
2

))2
≥ 0 ∀x ∈ R

Et comme exp n’a pas de racine, on a bien : exp(x) > 0 ∀x ∈ R �
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Propriétés de la fonction exponentielle Notation en puissance

Exponentielle

Définition 2 : (notation en puissance)

On notera désormais :

◦ e ' 2, 718 le nombre irrationnel exp(1)

◦ ex la fonction exponentielle

On dit "e exposant x" ou " exponentielle de x".
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Propriétés de la fonction exponentielle Notation en puissance

Exponentielle

Exemple : Réécrire les propriétés de la fonction exponentielle
avec la notation en puissance :

∀x ∈ R , ∀y ∈ R et ∀n ∈ R :

(ex )′ = ex (1)
e0 = 1 (2)

ex+y = ex · ey (3)

enx =
(
ex

)n
(4)

ex−y =
ex

ey
(5)

ex > 0 (6)
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Étude de fonctions exponentielles Étude de ex

Exponentielle

Propriété 4 : (étude de ex)

La fonction ex est :

◦ strictement positive sur R

◦ strictement croissante sur R

MatheX Maths 1ère - Licence CC BY-NC-SA 4.0 17 juin 2021 20 / 28



Étude de fonctions exponentielles Étude de ex

Exponentielle

Exemple : Étudiez la fonction ex et sa courbe représentative Ce :

a. Dressez le tableau de variation de ex

ex est dérivable sur R de dérivée ex strictement positive sur R

x(
ex

) ′
= ex

ex

−∞ +∞

+

00

+∞+∞

0

1

1

e

b. Déterminez l’équation de T0 tangente à Ce en x = 0 :

(
ex

) ′
= ex et e0 = 1 ⇒ T0 : y = x + b

e0 = 1 ⇒ b = 1 ⇒ T0 : y = x + 1
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Exponentielle

Exemple : Étudiez la fonction ex et sa courbe représentative Ce :

a. Dressez le tableau de variation de ex

ex est dérivable sur R de dérivée ex strictement positive sur R

x(
ex

) ′
= ex

ex

−∞ +∞

+

00

+∞+∞

0

1

1

e
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ex

) ′
= ex et e0 = 1 ⇒ T0 : y = x + b
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Étude de fonctions exponentielles Étude de ex

Exponentielle

Exemple : Étudiez la fonction ex et sa courbe représentative Ce :

c. Déterminez l’équation de T1 tangente à Ce en x = 1 :

(
ex

) ′
= ex et e1 = e ⇒ T1 : y = e x + b

e1 = e ⇒ b = 0 ⇒ T1 : y = e x

d. Tracez Ce :
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Étude de fonctions exponentielles Étude de eax+b

Exponentielle

Propriété 5 : (étude de eax+b)

Soit a et b des réels.

La fonction eax+b est :

◦ strictement positive sur R

◦ dérivable sur R de dérivée :
(
eax+b

)′
= a · eax+b

◦ dépendante de a pour sa variation :
· a > 0 : strictement croissante sur R
· a < 0 : strictement décroissante sur R
· a = 0 : constante sur R
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Étude de fonctions exponentielles Étude de eax+b

Exponentielle

Exemple : Étudiez les fonctions et représentez les :

a. fk(x) = ekx avec k ∈ R+∗

x

f ′k(x) = k ekx

fk(x) = ekx

−∞ +∞

+

00

+∞+∞

0

1

1

ek

b. gk(x) = e−kx avec k ∈ R+∗

x

g′k(x) = −k e
−kx

gk(x) = e−kx

−∞ +∞

−

+∞+∞

00

0

1

1

1
ek
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Étude de fonctions exponentielles Résolution d’équations/inéquations

Exponentielle

Propriété 6 : (résolution d’équations/inéquations)

Comme ex est strictement croissante sur R, on a :

ex = ey ⇐⇒ x = y

ex > ey ⇐⇒ x > y

ex < ey ⇐⇒ x < y
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Étude de fonctions exponentielles Résolution d’équations/inéquations

Exponentielle

Exemple : Résoudre les équations/inéquations :

a. e2x+1 = ex−1

⇔ 2x + 1 = x − 1 ⇔ x = −2

b. ex−1 = 1

⇔ ex−1 = e0 ⇔ x − 1 = 0 ⇔ x = 1

c. ex−1 = 0

impossible car ex > 0 ∀x ∈ R donc S = �

d. e2x−1 > 0

toujours vrai car ex > 0 ∀x ∈ R donc S = R

e.
e2x2+x

ex2−x−1
< 1

⇔ e(2x2+x)−(x2−x−1) < e0

⇔ x2 + 2x + 1 < 0 ⇔ (x + 1)2 < 0 ⇒ S = ∅
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Étude de fonctions exponentielles Étude de la suite ena

Exponentielle

Propriété 7 : (étude de la suite ena)

Soit a ∈ R et n ∈ N

La suite un = ena est une suite géométrique de raison ea et de premier
terme 1

Démonstration :

u0 = e0 = 1
un+1 = e(n+1)a = ena+a = ea · ena = ea · un pour tout n �
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Étude de fonctions exponentielles Étude de la suite ena

Exponentielle

Exemple : Soit une population de 100 lapins qui double tous les ans.

a. Modéliser par une suite géométrique :

u0 = 100 et un+1 = 2un ∀n ∈ N ⇒ un = 100 × 2n ∀n ∈ N

b. Calculer la taille de la population au bout de 10 ans :

u(10) = 100 × 210 = 102 400

c. Calculer la taille de la population au bout de 3 ans et 17 jours :

attention la suite est une modélisation discrète (N) et non pas continue (R)

On considère la fonction f (x) = 100 eax avec a tel que ea = 2

d. Vérifier que f (n) = un ∀n ∈ N :

f (n) = 100 ea·n = 100
(
ea

)n
= 100 × 2n = un ∀n ∈ N

e. Reprendre la question c. en utilisant f :

f (3 + 17/365) = f (1112/365) ' 826
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